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Opgaveformulering

Hvilken betydning har arbejdet med fraktaler i det 20.8rhundrede haft for udviklingen
matematik-faget?

Du skal i denne opgave gennem udvalgte nedslag beskrive, hvordan teorien om fraktaler har
udviklet sig i det 20. 8rhundrede.

Du skal her komme ind pa
o Tidlige fraktaler som Kochs snefnug og Sierpinskis trekant.
e Gaston Julias arbejde med de sakaldte Julia-maengder.
« Benoit Mandelbrots beskrivelse af den britiske kystlinje ved hjeelp af forskellige
fraktaler.
e Mitchell Feigenbaums figentreeer.

Du skal for hver af disse matematikere give eksempler pa, hvordan man kan arbejde
eksperimenterende og aksiomatisk-deduktivt med de typer af fraktaler, som de arbejdede
med.

Som en del af opgaven skal du forklare, hvordan man gennem programmering kan tegne
fraktaler fra hver af perioderne.

Opgavens omfang: 15-25 sider a 2400 tegn inkl. mellemrum - men ekskl. forside,
indholdsfortegnelse, fodnoter, litteraturliste og eventuelle bilag.

Denne side skal indszettes som forsiden | besvarelsen
Besvarelsen afleveres i Netprover.dk senest fredag d. 3. april kl. 15:15
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Resumé

Denne opgave undersgger betydningen af arbejdet med fraktaler for matematikkens udvikling i
det 20. arhundrede. Fraktaler fra forskellige tidsperioder var med til at udvikle en ny geometrisk
teori, fraktalteorien. Til at udvikle den nye fraktalteori benyttes den aksiomatiske deduktive
metode til at slutte geeldende satninger om fraktalerne: Kochs snefnug, sierpinski-trekanten,
Julia-maengder og feigenbaumdiagrammer. De geldende saetninger bryder med den normale,
farhen vaerende og til tider i dag dominerende klassiske geometri, samt vores intuition om
funktioner. Samtidig bliver her brugt en mere eksperimentel tilgang som programmering og
eksperimentel matematik til at slutte konklusioner om fraktalerne og fraktalteoriens udvikling og
dermed ogsa udviklingen af matematik-faget til et mere eksperimenterende fag. Til sidst vurderes
fraktalteoriens betydning for matematikkens udvikling i 1900’tallet. Her konkluderes, at arbejdet
med fraktalerne har vaeret med til at udvide emnet geometri, samt &andre maden man arbejder i

matematikken pa ved nu at ga eksperimentelt til vaerk via programmering og derunder simulering.
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Indledning

Geometrien er en af de seldste matematiske discipliner! og er helt uundvaerlig. Men geometrien
har aendret sig igennem arene og specielt efter computerens opfunden, der muliggjorde, at en ny
og spaendende gren pa geometristammen for alvor kunne undersgges. Her refereres til
fraktalgeometrien med dens farverige objekter, uendelige sngrklede mg@nstre og gentagende
geometriske objekter, som har fascineret mange siden omkring 1980.2 Fraktalgeometrien havde
og har stadigveek mysterier, og lige netop derfor er det interessant og at dykke ned i denne
kaotiske og dynamiske verden, hvor matematikkens normale metoder nogle gange ikke raekker

langt nok til at kunne beskrive den.

Derfor vil denne opgave undersgge betydningen af arbejdet med fraktaler for udviklingen af
matematik-faget. Besvarelsen vil begraense sig til udvalgte nedslag, hvilke er: Kocks snefnug,
sierpinski-trekanten, Gaston Julias arbejde med Julia-maengder, og Mitchell Feigenbaums
figentraeer, som alle er fra det 20. arhundrede. Samtidig vil her blive fokuseret pa, hvordan man
gennem programmering kan tegne de omtalte fraktaler, da dette vil underbygge betydning af
fraktalteoriens betydning for matematik-fagets udvikling. | opgaven betragtes regneregler for

komplekse tal, matricer samt normale kommandoer til tegning i Maple som vaerende kendt viden.

For at undersgge betydning af arbejdet med fraktaler for udviklingen af matematik-faget opbygges
opgaven historisk kronologisk sa det fgrstnaavnte fraktal behandles fgrst. Opgaven er opbygget
sadan, da teorien, de forskellige matematikere opstiller, afhaenger og bygger videre pa de tidligere
matematiske slutninger. Undervejs, mens udviklingen beskrives, vil her forklares programmer til at
tegne fraktalerne. De fremstillede programmer vil bruges til at forklare den nye
eksperimenterende tilgang til matematik-faget. Her er valgt ikke at forklare samt programmere
mange fraktaler, da dette vil optage en del plads i opgaven og dermed forhindre opgaveniatga i
dybden med hver af fraktalerne og udvalgt teori, matematikerne arbejdede aksiomatiske
deduktivt med. Derfor er her heller ikke valgt at fokusere pa flere tidligere fraktaler end Kochs
Snefnug og sierpinski-trekanten. Til slut vurderes betydningen af arbejdet med fraktaler for
udviklingen af matematik-faget. Hermed arbejdes der bade om og i matematikken, da matematik-

fagets udvikling undersgges, og i denne undersggelse opstilles saetninger, som bevises.

1 Den store danske, Geometri, 2017
2 Den store danske, 2017, Fraktal
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Fraktaler

Bonoit B. Mandelbrot definerede fgrst begrebet fraktal i 1980’erne® flere ar efter, at de farst
fraktaler blev beskrevet. Dog er definitionen meget Igs, da alle fraktaler ikke behgver at opfylde de
samme kriterier for, at blive defineret som et fraktal, hvilket understreger, den komplekshed
fraktaler har. De falles egenskaber fraktaler deler er, som fglger:**a) fremkommer ved iteration,
b) indeholder detaljer pa vilkarligt sma skalaer, c) har ikke en heltallig dimension, d) er enten
eksakt eller statistisk selvsimilzer,® e) er ikke differentiable, f) er rekursiv’ og g) er for irregulaer til
at kunne beskrives med klassiske geometriske termer. Her vil i denne opgave skelnes mellem to
typer fraktaler. Geometriske fraktaler,® som fremkommer ved at aendre pa en geometrisk figur pa
samme made igen og igen, og algebraiske fraktaler®, som fremkommer ved at iterere en
iterationsfunktion. Der findes flere m&der at inddele fraktaler p3, og yderligere inddelinger vil

benyttes i opgaven. Her startes med at definere begrebet iteration.'°

Definition 1

Et iterativt system er en talfglge 2, Z4, 2, ..., kaldet en bane. z,er begyndelsesvaerdien. Her
glder, at hvert element z kun afhaenger af det forrige element ved en givet iterationsfunktion
f zZp41 = f(2n), hvorn = 0.

Tidlige fraktaler

For at undersgge fraktalteoriens udvikling og dens betydning for matematikkens udvikling, starter
opgaven med to nedslag i de tidligste fraktaler, sierpinski-trekanten og Kochs snefnug. Disse
fraktaler medfgrte nogle nye og spaendende konklusioner, som er bemaerkelsesveerdige ift. til den

klassiske geometri, hvilket vil tydeliggares i de fglgende afsnit.

Sierpinski-trekanten

| omkring ar 1900 arbejdede den polske matematiker Waclaw Sierpinski med det geometriske

3 Den store danske, 2017, Fraktal

4 Jonas Bargum, 2010, Fraktaler generelt.

5 wikipedia, 2019, fraktal

¢ Betyder at samme megnstre kan findes pa mindre skalaer.
7 Betyder at den refererer til sig selv

8 Jesper Frandsen, 1990, s. 61-66

? Forex, Historie om forekomst

10 Jesper Frandsen, 1990, s. 43
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objekt sierpinski-trekanten, som kan ses pa reverseret form pa figur 1. Dog har mg@nstret vaeret
kendt i arhundrede for. For at kunne studere Sierpinskis trekant tegnes den farst. Sierpinskis

trekant dannes via fglgende geometriske iterationer.!

l.  Tegn en ligesidet trekant (0. generation, figur 3)
I, Delden ligesidede trekant i fire lige store trekanter, og fjern
den midterste trekant (1. generation, figur 4)
. Del de nye trekanter i fire og fjern den midterste (2. generation)

IV. Denne itereres til det uendelige (efter n iterationer, kaldes

objektet n. generation). Figur 1: Sierpinski-trekant, 7.
generation. Fremkaldt med bilag 1

> transform:=proc(T,s,x,y) #1  Med denne simple fremgangsmade kan fraktalet
return|[ #2
[s*T[1]1[1] + x, s*T[1][2] + y], ¥3  programmeres i Maple!2. Pa figur 2 ses
[s*T[2] [1] + x, s*T[2][2] + y], #4
[s;’rl31 [1] + x, s*T[3][2] + y1]: :: programkoderne, som tilsammen danner sierpinski-
aend:

> Sierpinski := proc(n) #7 trekanten®3. Programkoderne vil blive gennemgaet

g

local L, M, i, k; #8
L := [[[0, 0], [1, 0], [0.5, 1]11]; #9  meget detaljeret, for at de senere programkoder i
for i tondo M := []; #10
for k to nops(L) do M := [op(M), #11 denne opgave ikke behgves at gennemgas i samme
transform(L[k], 0.5, 0, 0), $#12
transform(L[k], 0.5, 0.5, 0), #13 i 14 .
transform(LIk]. 0.5, 0.25, 0.5)1: #14 detaljeringsgrad.* | programmet er der tilfgjet #
L"}: :‘?’ :iz efterfulgt af et tal. Alt efter et # pé en linje
end do: #17 n ” H

| end proc: 419 overses af programmet og har derfor ingen

> L := sierpinski(3): ¥19  phetydning andet end, at det ggr det nemmere at

> plots[polygonplot] (L, axes = none, #20
color =iRLACKIY; ¥21  referere til enkelte linjer. Nar man starter en

Figur 2: Program i Maple til fremstilling af sierpinski-

trekanten programmering i Maple, skal man definere, hvad
processen skal kaldes, her Sierpinski. Man vil gerne
have programmet til at udfgre en proces, sa n’te generation tegnes, hvilket skrives i Maple
siledes: " := proc(n)". Herefter skrives, hvad programmet skal ggre, nar n oplyses. Til at starte
med defineres L, M, | og k til at vaere lokale operatgrer, hvilket betyder, at de kan indga som

variable i alle sakaldte for-loops, . Her sluttes af ved at skrive et semikolon, hvilket betyder, at

11 Nigel Lesmoir-Gordon, Will Rood og Ralph Edney, 2009, s., s. 38-39

12 Forklaringer pa tegnsaetning | Maple kan findes i Maple. Hvis, man fx ikke ved hvad "od” ggr, skriver man pa hvilket
som helst linje ”?od” og trykker enter. S3 popper et vindue frem, hvor Maple forklarer det @nskede. Dette er benyttet.
13 Betten, Anton, 2008, s. 80- 85

14 Alt basal viden om programmering er fundet her: Maplesoft, Programming Guide.

15 Eller i en in-line hvor variablene ogsa veere lokale
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programmet skal vise udregningen, samt at linjen er feerdig. Dette bruges hele vejen igennem
programmet. Herefter defineres en liste L, som indeholder lister med punkterne a(0,0), b(1,0) og
¢(0.5,1). Hvis disse punkter forenes, dannes lige ngjagtigt en ligesidet trekant, hvilket er O.
generation sierpinski-trekanten. Man gnsker at udfgre n-antal iterationer pa objektet, og derfor
skrives der i linje 10 "for i ton do M: = [];". Der skal laves en liste M, som indeholder alle de nye
trekanters hjgrnepunkter efter iterationerne. Den er i starten tom, men fyldes undervejs, som
programmet kgrer. Derfor stod der ”M: = []; " pa linje 10. | den naeste linje, 11, star der "for k to
nops(L) do...”, hvilket betyder, at for hver gang 1 gér op i antallet af trekanter i L, skal det, som star

efterfglgende, udfgres. Nops(L) angiver antallet af enheder i L, hvilket er antal trekanter.

Til det efterfglgende har der vaeret brug for et program til, hvor de nye trekanter laves.
Programmet, “transform” fungerer pd den méde, at man skal opgive en liste T med trekanter, som
skal skaleres og forskydes ad fgrste- og andenaksen. Dette ggres ved at oplyse en skaleringsfaktor
s, og hvor langt den skal rykkes hen ad fgrsteaksen (“x”) og op ad andenaksen ("v”). Med

"returl... ]”, hvis kanter er hele vejen rundt om programmets indre, fortaelles det, at efter
proceduren skal den oplyse informationerne fra programmet i en liste. | linje 3 star her:

”[s * T[1][1] + x, s * T[1] [2] + y]", Her forteeller T[1][1], at det er fgrste-koordinatet i fgrste
liste T[1], som skal skaleres med faktoren s og rykkes x hen ad fgrsteaksen. T[1] er fgrste
hjgrnepunkt i en trekant. Det samme gor sig geeldende for anden-koordinatet (”[2]”) i f@rste punkt
(”T[1]”) i y-retningen. Samme princip udfgres i de naeste to linje blot med 2. og 3. punkt i listen,

hvis elementer, punkter, danner en trekant. Herefter endes programmet ved at skrive "end”.

Nu omtales sierpinski-programmet igen, for her ses, at programmet "transform” benyttes i de
naeste tre trin (trin 12-14). Til at forklare hvorfor netop de veerdier er valgt benyttes bilag 2. Der
ses en liste T, som indeholder hjgrnepunkter P, Q og R, har samme koordinater som trekanten, der
arbejdes med i programmet. Med transform-programmet transformeres punkter. Der ses, at ved
alle transformationerne skaleres alle punkterne ned med faktoren 0,5, hvilet betyder at
sidelaengderne af trekanterne halveres. Dette passer i overensstemmelse med at sideleengderne i
sierpinski-trekanten halveres for hver iteration. Nu skal man forstille sig, at man har tre trekanter,
som star oven i hinanden. Trekanterne skal forskydes, sa sierpinski-trekanten dannes. Ved den
fgrste transformation dannes trekanten, som skal blive staende det samme sted, og forskydes

derfor hverken hen ad fgrste- eller andenaksen. I anden transformation rykkes den nye trekant 0,5
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hen ad fgrsteaksen, sa trekanten fra fgrste transformation deler et hjgrne med denne trekant. Ved
den sidste transformation da rykkes trekanten 0,25 hen ad fgrsteaksen, og 0,75 op ad andenaksen.
Dermed deler den 3. transformerede trekant et hjgrnepunkt med de to andre transformerede
trekanter. Sddanne transformationer udfgres for alle trekanter i L. Anden For-loop pa linje 11
stoppes ved at skrive “end do”. S defineres L: = M, da L-listen, hvis lister transformeres, saledes
kan lagers i M. Herefter stoppes f@rste for-loop pa linje 10, og hele proceduren stoppes med

"end proc”. Herefter kan programmet tegnes med Maples normale kommandoer for plots. For at
plotte punkterne kaldes listen sierpinski(n) et tilfeeldigt navn, som benyttes i kommandoen til at

tegne fraktalet. Med dette program er fglgende generationer af sierpinski-trekanten fremkaldt.

Figur 3: 0. generation, Figur 4: 1. generation, Figur 5: 2. generation, Figur 6: 7 generation, fremkaldt med bilag 1, med
fremkaldt med bilag 3 fremkaldt med bilag 4 fremkaldt med bilag 5 akseindstillingerne 0 < x < 05080 <y <05

Dog kan programkoden ikke tegne 0. generation grundet linje 10, da ”i” ikke kan ga op til 0. Derfor
er figur 3 tegnet separat. Men med programkoden kan man undersgge en reverseret udgave af
fraktalet pd en mindre skala og bekrzefte den selvsimileere egenskab, den besidder, som ikke kan
bevises. Dermed er programmering med til eksperimentelt at udforske fraktalet. Pa figur 6, ses 7.
generation sierpinski-trekant i et mindre grafvindue, hvor den selvsimilaere egenskab observeres.®
Sierpinski-trekanten fremkommer altsd ved geometriske iterationer. Ud fra overvejelser,
observationer af fraktalets opfgrsel og udseende efter de f@rste iterationer kunne Sierpinski

konkludere og bevise saetning 1 og 2 for sierpinski-trekanten. Dog tegnede han fraktalet i handen.

Her geelder fplgende saetning:'’

Satning 1

Arealet (S) af sierpinski trekanten i n. generation kan bestemmes med fglgende formel

n
Sy = G) . A, hvor A er arealet af 0. generations trekant. Her gaelder at nar n — oo, da gar

3\ . o oy
(Z) — 0, hvilket betyder at arealet af sierpinski trekanten er nul.

16 Her er i mente, det er en reverseret form af fraktalet her undersgges. Fremkalde fraktaler vil altid veere reverseret,
da man ikke kan udfgre en iteration uendeligt.
7 Jesper Frandsen, 1990, s. 61-62
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Bevis'®

Lad arealet af trekanten i 0. generation, som ses pa figur 3, vaere A. Efter fgrste iteration vil arealet
vaere % mindre. Arealet af fraktalet i 1. generation, vist pa figur 4, er derfor% - A. Efter naeste
iteration er igen % af arealet fjernet, og derfor er arealet af 2. generation, som ses pa figur 5,

G)Z . A. Ved at undersgge sierpinski-trekantens fgrste iterationer kan man bestemme arealet

n
efter den n’te iteration ved fglgende formel: G) . A. Her geelder at % < 1, sd narn — oo, da gar

n
(—j;) - 0. Derfor kan man konkludere, at arealet af sierpinski-trekanten er 0.

En anden interessant egenskab kan konkluderes om sierpinski-trekantens kantleengde.!?

Saetning 2

n
Kantlaengden (K) af n. generation af sierpinski-trekanten kan bestemmes med K = (—‘;1) - 3p,

hvor p er sidelaengden af 0. generations sider. Nar n — oo da gar

n
(%) - oo, hvilet betyder at kantlengden af sierpinski-trekanten er uendeligt.

Beviset for denne satning gennemfgres ikke, da fremgangsmaden minder meget om seetning 1's

bevis. Beviset kan findes i bilag 6.

Men ud fra den aksiomatiske deduktive metode, kan der konkluderes, at sierpinski-trekanten har
en uendelig lang kantlzengde, men intet areal. Eksperimentelt, med computerens hjeelp, kan
Sierpinskis trekant undersgges pa mindre skala, hvor selvsimilaritet hurtigt observeres. Samtidig

tegnes fraktalet meget praecist og hurtigt. Lignende konklusioner kan sluttes om Kochs snefnug.

Kochs snefnug
Den svenske matematiker Niels Fabian Helge Von Koch fremlagde hans arbejde med Kochs

snefnug i en artikel® i 1904.%! Konstruktionen af Kochs snefnug er meget enkel:??

8 |bid

9 |bid

20 Navnet p4 artiklen: Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géométrique élémentaire
21 Miriam Ciavarella. Some Fractals with Maple. Maple, 2009

22 Jesper Frandsen, 1990, s. 61-62
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I.  Tegn en ligesidet trekant (0. generation, figur 9)
II.  Del hver af siderne i tre lige store laengder, og konstruer en ligesidet trekant pa det
midterste linjestykke, og fjern det midterste linjestykke (1. generation)
. Herefter deles de nye sidelaengder i tre, hvorefter nye trekanter tegnes pa samme made.

Denne proces kan fortszette i det uendelige (efter n’te iteration kaldes den n. generation)

Kochs snefnug er den kurve, som fremkommer ved iterationen. En reversibel form af Kochs
snefnug ses pa figur 8. Med den simple fremgangsmade ovenfor kan man opskrive et program til
at tegne fraktalet, men dette vil fgrst blive gjort under afsnittet: Hvor lang er den britiske vestkyst?
Nedenstaende generationer af Kochs snefnug er frembragt med programmet. Med programmet
kan man eksperimentelt undersgge fraktalet pa mindre skalaer og dermed konkludere pa dens
selvsimilaere egenskab. Figur 12 vises fraktalet pa en mindre skala, hvor den selvsimilzere egenskab

er vaerd at bemaerke med det forbehold, at der undersgges en reverseret form af Kochs snefnug.

£ £ N = 7
// \‘\ / \ , _f;‘-_\_}} N =
Y
1 \'\ \ S A
/ Y > ¢ ) {
/ \ / L
/ \ / Ml i q ! i
/ - ; Ny \ iy Figur 12: 6. generation
/ \ \ / \/ > I\
7 \ N ; \ Kochs snefnug, med
: vV . ) V ) akseindstillingerne
Figur 8: 6. generation Figur 9: 0. generation Figur 10: 2. generation Flgr (et BSucration 025<x<0,750g
Kochs snefnug Kochs snefnug Kochs snefnug Kochs snefnug 0,65<y<09

Koch undersggte fraktalet i handen, og ved at fastlaegge nogle grundlaeggende observationer efter

f3 iterationer beviste han de fglgende to saetninger. Her gaelder fglgende saetning.?3

Satning 3
Ombkredsen (L) af Kochs snefnug i den n. generation bestemmes med formlen: L,, = % WLy

Ombkredsen af en Kochs snekurve er uendeligt stort, da L,, & o, narn — oo

Beviset for denne satning vises ikke, dog kan beviset findes i bilag 7. At omkredsen er uendelig af

et geometrisk objekt, er overraskende, men fglgende satning?* vil ggre det mere interessant.

Satning 4
2+/3-s2

Arealet (A) af Kochs snefnug kan bestemmes med formlen A = , hvor s er sideleengden af

0. generations Kochs snefnug.

2 |bid.
24 |bid.
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Bevis?®

2

V3
—.5
4

Arealet af en ligesidet trekant med sidelaengden s kan beregnes med formlen®: T =
Forst opskrives arealet af kurven, hvilket ggres ved at lzegge alle trekanternes arealer, kurven
bestar af, sammen. Ud fra de fremkaldte generationer af Kochs snefnug ses, at efter n antal

iterationer er der 3 - 41 antal nye trekanter.

V3o, V3 /5\2 V3 /542 ,V3 52
A:3'0—4—'S +3lr(§) +34T(§) +3-4 T(ﬁ) +
».” betyder her, at det fortsaetter i uendelighed. Dette udtryk omskrives ved at treekke

V3
i s2 uden for en parentes.

V3 1\° 14> 1\°
= 2.2 B g — 42 (=
A= (1+3 (5) +34(5) +34(5) + )
Herefter multipliceres udtrykket inden for parentesen med fire, mens det uden for parentesen

divideres med fire. Dermed er veerdien i udtrykket ikke andret.

V3 1,2 142 142

— Z . — a 2- — . 3- — s

16s<4+3 4(3) +3-4 (32) +3-4 (3)+ )
V3 1 1,2 3
=E's2<4+3-4-§+3-42-(§) +3-43-() +>

V3 4 N 43
- .¢2 . — = =
“16°° <4+3 g*3 (9) i (9) - )

. . 4 (2 a3 4
Dette udtryk kan forkortes. Til dette defineres s = s + (;) + (;) + ---. Her undersgges 35S

w

O =

OROE)
S 9 = 9 9 9
Og til dette traakkes% -sfras
o=t @) ) - () 6 +6) )=
ST 5379 9 5) "\g 5) " )79
. 9 .
S8s—2.5="2 Hergeelder at s = -5, og dermed kan man sige at:
9 4 _ 4 _ 5 _ 4 9 _ 4
35755757359 575'575
Efter denne undersggelse, kan man omskrive det rede markerede fra tidligere til

e ) o e oma (o () o

Derfor geelder her:

25 Khan Academy, 2011, part 1 og 2.
26 Omregningen til denne formel findes i bilag 8
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, 2 2V3:s?
§% ==
5 5

_EE-S

IR IS B

_— 2
A=16"5 5 513

—_— 5 — =

16 5

24/3-52

Arealet af Kochs snefnug, hvor der gaelder, at generation 0.’s sideleengden er s, er derfor

Man kan altsa ogsd om Kochs snefnug aksiomatisk deduktivt slutte egenskaber ved fraktalet, som
at den har en uendelige omkreds, men begraenser et bestemt areal. Samtidig kan man pa helt sma

skalaer eksperimentelt undersgge fraktalet og studere dens selvsimileere egenskab.

De tidlige fraktalers betydning for fraktalteoriens- og matematikkens udvikling
Sierpinski-trekanten og Kochs snefnug var nogle af de farst beskrevet fraktaler, og dermed lagde
de, de fgrste sten i fraktalteorien. Deres simple konstruktion gjorde dem mulige at udforske, og
slutte konklusioner ud fra. Her blev konkluderet at objekterne havde selvsimilaere egenskaber,
samt, at man havde med geometriske objekter at ggre, som ikke passer ind den klassiske
geometri. Dermed var arbejdet med disse fraktaler altsd med til at udfordre det matematiske
omrade geometri. For eksempel har begge omtale fraktaler en uendelig lang kurvelenge, men et
begraenset areal (Kochs snefnug) eller intet areal (sierpinski-trekant). Sa allerede de tidlige
fraktaler var med til at udvikle matematikkens geometri. | dag kan man undersgge fraktalernes
selvsimilzere egenskaber pa helt sma skalaer og danne en god approximation af fraktalet. Men

fraktalernes betydning for udviklingen af matematikken er ikke faerdig i starten i 1900’tallet.

Julia-maengder

Den franske matematiker Gaston Julia arbejdede i starten af 1900'tallet med de sakaldte Julia-
maengder. G. Julia udgav i 1918 et vaerk om rationelle iterationer 27, Men Julia-maengderne var
naasten glemt indtil slutningen af 1970’erne, hvor Mandelbrot skulle bruge dem.?8 Grunden til. at
de nasten forglemmes, bliver tydeliggjort i denne opgave. Til dette vil udvalgt teori om Julia-

mangderne fgrst blive gennemgdet, hvormed computerens betydning for fraktalerne er tydelig.

Julia-maengder fremkommer ved iterationsfunktionen f(z) = z* + ¢, hvor c er en konstant®. Her

vil i denne opgave blive fokuseret pa Julia-maengderne i det komplekse talplan, hvilket betyder, at

27 | ) O'Connor og E F Robertson, 2008, Gaston Maurice Julia
28 Jasper Frandsen, 1990, s. 58
29 Kenneth Falconer, 2006, s. 215
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c er et irrationelt tal.>° z er begyndelsesvardien for iterationen.?' Maengden af
begyndelsesveerdier der gdr mod uendelig ved iteration, her geelder: |z,| = oo, ndrn — o, kaldes
U maengden. Julia-maengden er defineret som mangden, der ved iteration er randen af U, men
ikke er den del af U.32 c kan vaere et hvilket som helst tal i det komplekse plan, og hver ny c-vaerdi

er en ny Julia-maengde.33 For at forklare hvorfor dette er geeldende, indfgres fgigende begreb.3*

Definition 2

Et fikspunkt z* for en funktion f, er hvor der f(z*) = z*

Fikspunkter for funktionen f(z) = z% + ¢ mé derfor kunne findes sdledes®:

1++v1-—4c

f(Z)=Z@22+C=z=>zz—z+c:0<:>z= >

Na&r en funktion har et fikspunkt, da er der startvaerdier, der ikke undslipper til det uendelige efter
uendelig antal iterationer. | den komplekse talplan findes der to Igsninger til ligningen ovenfor, og
dermed to fikspunkter.3 Fikspunkter samt baner kan vaere tiltraekkende eller frastpdende, alt
efter om en anden bane tiltraekkes eller frastgder fikspunktet.?” Hvis fikspunkterne er
tiltraekkende, er der baner med hver deres startveerdi, som aldrig irriteres mod det uendelig, og
derfor ma ligge pa randen til maengden U og dermed veere en del af Julia-maengden J. Fikspunktet
afheenger af ¢, og derfor findes der uendeligt mange Julia-maengder, da der for hver ny c-vaerdi er
en ny Julia-maengde. For hver Julia-maengde skal man afggre hvilke startvaerdier, der er en del af
Julia-mangden, og dem der ikke er. For at forsimple beregningerne af Julia-maengderne er det
derfor en god ide at frasortere de begyndelsesveerdier zo, hvor der geelder, at dens bane gar mod

uendelig®®: |z,| — o0, ndrn - o, hvilket fglgende saetning er belejlig med:3°

Satning 5
For iteration af f(z) = z? + ¢ med begyndelsesvaerdien zo og n er antal iterationer, gelder der:

Hvis |c| < 2, og |zp| > 2, geelder der at |z,| » oo ndrn — o
Hvis |c| > 2, og |zo| = |c|, geelder der at |z,| » oo ndrn — oo

30 Jesper Frandsen, 1990, s. 79-87 og 5. 91-102. ¢ kan ogsa vaere rationelt.

31 Sgren Halse, Erik Laage-Petersen og Jens Peter Touborg, 2005, s. 139

%2 bid.

32 p3 vaer ¢ = 0 og ¢ = —2, da funktionen da bliver differentiable over alt. Jesper Frandsen, 1990, s. 94

34 Jesper Frandsen, 1990, s. 48

35 Jesper Frandsen, 1990, s. 74-75. Her benyttes determinanten for et andengradspolynomium til omskrivelsen.
36 Medmindre der kun findes en Igsning til ligningen. (to fikspunkter er faldet sammen til en}.

3 |bid, s. 50. Naarmere uddybelse senere i opgaven

38 Jesper Frandsen, 1990, s. 72

3 |bid, s. 72
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Bevis?®

Man ser pa to tilfaelde hvor der gaelder at |z,] > ¢ og |zy| > 2. Med anvendelse af seetningen i

bilag 9 far man for |z| > ¢ at:
If (2] 2 |zI* = lc| = |zI* — |z| = |z| - (z] = 1)
For at simplificere dette udtryk szettes |z| — 1 = k. Derfor kan man skrive:
If (2| = |z| - k

Man ved, at k > 1, da |z| > 2. Dette ma betyde at f(2) ligger lzengere vaek fra 0 end z. Hvis man

iterere 1 gang, da ma der galde:
IF2@D| = 1f(f@)| = If (D] - k = Kk?|z|
Dette skrives generelt op, med anvendelse at f"(z) = z,,, som:
If™"(2)| = k™| z| = |zn| = k™20

Man ved som sagt, at k > 1, hvilket ma betyde at k™ — oo og dermed ogsa |z,| = o narn — oo.
|z] — 1 = k, og derfor afhaenger ovenstdende af z. Her undersgges dette problem ved at sige

|z, — 1 =k,, ogn = 0 ogn = 1. Da kan man opskrive:
|z1] > |zol @ |21 = 1> |zl =1 & kg > k; > 1.
Dette kan ggres for alle iterationer n, hvilket betyder at: k, > kp,_1 > 1... > k; > kg

Hvis K'et i |z,| = k™|z,| saette til at veere ko, og dermed erstatter alle de andre K’er, ggres
hgjresiden endnu mindre ift., hvad den kunne have vaeret. Dermed far hgjresiden i |z,| = k™|zy|

endnu mindre betydning, og sdledes er man ude over problemet med, at udtrykket afthaenger af k.

Saetning 5 tager ikke hgjde for alt. Hvad hvis |c| < 2 og |zy| < 27? For dette findes der ingen
satning,*! og derfor ma man eksperimentelt undersgge disse Julia-mangder. Her skal man se

efter, om banen for begyndelsespunktet zo engang kommer udenfor cirklen med centrum i O og

“bid, s. 72-73
4 |bid, 5. 73

Side 13 af 38




e SRP - 2020 Fredericia Gymnasium

radius pa 2,2 for da siger seetning 5, at banen vil gd imod det uendelige. Saetningen kommer heller
ikke ind pa tilfeldet |c| > 2 og |zo| < |c|.*3 Man kan begreaense sine beregninger af Julia-maengder

yderligere med fglgende satning®*.

Satning 6

Hvis |c| > 2 vil den kritiske bane for f(z) = 7% + ¢ g& mod uendelig

Bevis?

Szetning i bilag 10 siger, at hvis |z| = [c| > 2, s& vil banen med z som begyndelsesvaerdi ga mod

uendelig. Her geelder, at £(0) = c, sé hvis |c| > 2, da gdr den kritiske bane* mod uendelig.

Ved brug af saetning 6 kan man indsnaevre sin undersggelse af iterationsfunktioner, hvor c-veerdier
ligger pa eller inden for en cirkel med radius 2 og centrum i 0. Her noteres, at s@tningen kun
fortzeller, hvad der sker med funktioner med c-vaerdier uden for cirklen og ikke, at kritiske baner

inden for cirklen ikke kan ga mod uendelig.

Saetning 5 og 6 er anvendelig i |> restart: with(plots): #1
. . > Julial:=proc(x,y): #2
programmering af Julia-maengder. Begge local c, z, m: ¥3
g . 1= f (x+y*I) ;
seetninger er anvendt i programmet for :_;:_’al (x+y*I) ﬁg
Julia-maengden for m from 0 to 100 while abs(z)<2 do {6
z:=2~2-0.801-0.155*I #7
f(z) = z%2 - 0,801 — 0,155 - i. For Julia- od; k8
m #9
maengden gaelder der, at [c| < 2. Saetning | end proc: #10
>
5 anvendes ved, at her kun undersgges "> plot3d(0,-2..2,-1.2..1.2, #11
. . . o orientation=[-90, 0],grid=[640,350], #12
startveerdier, hvis bane ikke gar mod style=patchnogrid, color=Julial); 413
uendelig. Programkoden ses pa figur 13.%8 Figur 13: Programkode til Julia-maengden

f(z) = z% — 0.801 — 0.155 - i i Maple

42 | g om cirkelafbildning, iterationer med f(z) = z2 ibogen komplekse tal og fraktaler af Jesper Frandsen for en
dybere forstaelse af cirkels betydning.

43 yan laeses om i bogen komplekse tal og fraktaler af Jesper Frandsen kapitel 11.

4 Jesper Frandsen, 1990, s. 94-96

4 Ibid, s, 95-96

46 Dan kritiske bane har enden nul eller ¢ som begyndelsespunkt

47 |bid, s. 96

48 plexander F. Walz, 1999, Mandelbrot.
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Her kaldes programmet Julial. Til dette program udnyttes den
automatiske farvelagning ved 3D-plot i Maple. Til at programmere
benyttes nogle lokale operatorer c, x og m. Fgrst defineres et punkt
c er i den komplekse talplan som skal angives med decimaler,
hvilket ”evalf” sgrger for. Derefter saettes z = c, for saledes kan

der regnes med z som et komplekst tal med decimaler. Herefter

skal funktionen f(z) itereres hundrede gange, hvilket skrives i linje

" Yy e Figur 14: Reverseret tegning af
5som”form from 0 to 100 [...] do”, sa laenge at modulus af zer  jylia-mangden:
f(z) =22 -0801-0,155-i

mindre end 2, hvilket skrives som ”while abs(z)=2". Dette skrives
grundet saetning 5. Herefter stoppes for-loopet, som startede i linje 6 ved at skrive "od” i linje 8.
”"m” bruges til at tegne Julia-maengden, da m er de punkter, som ved iteration ikke kom udenfor
cirklen med centrum i O, og radius 2. Til at tegne programmet anvendes plot3d i Maple hvor det
passende akseinterval til Julia-maengden vzelges. Her szettes z-aksen til 0, da Julia-maengderne er i
2D. Derudover anvendes "orientation = [—90,0]”, s3 man ser ned pa x-y-planen. “Grid” angiver,
hvor mange prikker der skal veere i feltet, og stilen ”patchnogrid” anvendes, sa tegningen hanger
sammen, da standartindstillingen er prikker. Til sidst angives der, at det er Julial, der skal farves.
Her fremkommer Julia-maengden pa figur 14. Julia-maengden er overgangen fra det indkredsede
rode til det flerfarvede. Programmet skal man dog have forbehold over for, da man ikke med
sikkerhed kan sige, at en bane ikke gar mod uendelig, nar iterationen stoppes. De mest praecise

Julia-maengder frembringes ved at udf@re flest mulige iterationer.

Med computeren blev det muligt at visualisere Julia-maengderne, og G. Julias teori om Julia-
maengderne kunne dermed bedre forstas. Ved at have undersggt mange Julia-maengder
eksperimentelt inddeles de i fire grupper alt efter udseende, hvilket fremgar af tabellen nedenfor.
Hver kategori har forskellige karakteristika, som man eksperimentelt har fundet frem til.*° Her er

tegnet en fra hver kategori.>°

4 Fremgangsmaden for dette er her ikke lagt vaegt pa, da det vil opkraeve meget mere plads end denne opgave ma.
Dog kan her lzeses lidt mere om det i bogen: komplekse tal og fraktaler af Jesper Frandsen, s. 91-102
50 Jesper Frandsen, 1990, s. 93.
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Julia-maengder med Julia-maangder der Julia-maengder hvor Julia-maengder som
enkle lukkede kurver, | deler planenitre ¢ = i, omkredser bestar af en sky af
der deler planenii tre dele dog mindre ingen punkter, og punkter kaldes
dele. F.eks. f(2) = simpelt. F.eks. ligner en trad. F.eks. stpvfraktal. F.eks.
22 —0,195+ 0,59 -i. | f(z) = 2% — f(z) =z* +.1. f(z2)=2z*+0,11 -

0,67 - i.

0,6686866 —
0,3506868 - i

Figur 17: Juliad, frembragt

Figur 15: Julia2, frembragt

med 40 iterationer. Figur 16: Julia3, frembragt med 30 iterationer. Figur 18: Julia5, frembragt
Programkode i bilag 11 med 200 iterationer. Programkode i bilag 13 med 60 iterationer.
Programkode i bilag 12 Programkode i bilag 14

Med programmerne kan man udforske fraktalerne pa mindre skalaer.
Der er ingen saetninger for, hvordan disse udformer sig, og derfor er
man nadt til eksperimentelt at undersgge dem. Pa figur 20 ses en

forstarrelse af Julia3.

Her er i denne opgave lagt fokus p, hvordan udvalgte dele af G. Julias

teori om Julia-maengder, fundet ved aksiomatisk deduktive beviser,

kan bruges til at programmere Julia-maengder,>! hvorved
Figur 19: Skaleret

fraktalerne kan undersgges eksperimentelt, og deres udseende Julia3: Frembragt med 200
. iterationer. Programkode: bilag 12

bade som en hel mangde og pa mindre skalaer kan bestemmes.

Fraktalteorien blev udvidet til ogsa at indeholde algebraiske fraktaler, hvor nye begreber som

fikspunkter har stor betydning for deres eksistens og udseende. Ingen satninger, fundet med den

aksiomatiske deduktive metode, beskriver, hvordan en Julia-maengde ser ud, og derfor er

matematikken ngdsaget til eksperiment at undersgge Julia-maengderne, hvilket erimod den

normale opfattelse af, hvordan satninger sluttes i matematik.

Hvor lang er den britiske kystlinje?

Dette spgrgsmal dykkede Benoit B. Mandelbrot ned i med artiklen "How long is the coast of

51 Man kunne i dette afsnit have gaet i dybden med fikspunkter, tiltreekkende og frastpdende periode-n punkter,
samt deres betydning fra fraktalernes udsende. Af pladsmangel er dette ikke medtaget. Laese mere om det i
Komplekse tal og fraktaler, af Jesper Frandsen, s. 94.
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Britain?” i 1967.52 Her genoptog han Lewis Fry Richardson’s problematik om at male laengden af
den britiske kystlinje>3. Den britiske kystlinje er irregulzer og har selvsimilaere egenskaber, som ses
ved at skalere kystlinjen. Man kan blive ved med at skalere kystlinjen mindre, ligesom de
geometriske fraktaler i afsnittet om de tidlige fraktaler, hvis omkreds var uendelig. Her opstar
problematikken: den britiske kystlinje har en uendelig omkreds.>* Dette er ikke anvendeligt, nar
kysters lzengder skal sammenlignes, da alle kyster i sa fald ma vaere uendeligt lange. Derfor
argumenterede Mandelbrot for, man matte bruge en anden faktor end laengdemal til at
sammenligne kystlinjers kurver, nemlig den fraktale dimension.> Her udfordrer fraktalteorien
endnu engang den klassiske Euklids geometri, hvor begrebet dimension fgr var defineret ud fra.
Her er et punkt 0. dimension, en linje 1. dimension, en firkant 2. dimension og en terning 3.
dimension.58 Hvis disse tildeles en enhed f.eks. cm, da svarer dimensionen til eksponenten,®” altsa
henholdsvis cm?, cm? og cm?. Fraktaler er hverken et punkt, en linje, firkant eller terning. Dog har
selvsimilaere geometriske objekter noget til feelles med dimensioner. Hvis man deler en linje, et
kvadrat eller terning i lige mange mindre stykker, da er forholdet mellem hele figuren og et stykke
af den 1: n. Hvis k er antallet af nye figurer med laengden 1/n, da ma der geelde for alle tre tilfaelde,
hvor d er dimensionen:>8

_log(k)

d _ . . -
n® =k & d-log(n) = log(k) & d log(n)

Pa samme made kan et selvsimilzer fraktal skaleres ned med en faktor n, hvorved k antal nye

kopierer af fraktalet dannes. Derfor geelder fglgende definition.>

Definition 3

En selvsimilaer fraktals fraktale dimension, D, kan bestemmes ved
log(antal nye dele i neste trin)

r log(scarlingsfaktor fra lille til stor del)

Mandelbrot forsggte sig frem med forskellige fraktaler og bestemte deres dimension. Herunder

52 Mandelbrot, B. B, How long is the coast of Britain?, 1967
53 |bid

54 |bid

55 Mandelbrot, B. B, How long is the coast of Britain? 1967
56 Jesper Frandsen, 1990, s. 66-67

57 lbid, s. 67.

58 |bid

5% Ibid
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undersggte han f.eks. A Smother Koch Island,® hvis dimension er D=1,1291 og The Arrowhead

Curve,®! hvis dimension er 1,5849 og mange flere®2. Han underspgte ogsa Kochs snefnug, som er

omtalt tidligere. Fraktalet animeres her, da den har en bestemt rolle i at kunne beskrive

Storbritanniens kystlinje. Programkoden til en animation af Kochs snefnug ses pa figur 20.%3

P3 linje 1 defineres et
regnestykke, for at de to
programmer nedenfor beregnes
hurtigere. Dette ggres ved at
angive udtrykket med apostrof.
Herefter startes det fgrste
program "side”, hvilket har til
formal at beregne punkterne til
de nye koordinater, for at siden
AB efter n iterationer viser n.
generation af den pagaeldende

side pa Kochs snefnug. |

> "1/sqrt(3)" := 1.0/sqrt(3.0):
> Side := proc(A, B, n)

local nl, Al, A2, Bl, B2, C, D, E;
if n <= 0 then return B end if;

nl :=n-1; Al := A[1]; A2 := A[2]; Bl := B[1]; B2 := B[2]; #5

[(2.0%A1+B1) /3.0, (2.0%A2+B2)/3.0];
[ (Al1+2.0%B1) /3.0, (A2+2.0+B2)/3.0];
[((A1+Bl) - 1/sqrt(3) “*(B2-A2))/2.0,
( (A2+B2) + 1/sqrt(3) "*(B1-A1))/2.0]1;
side(A, C, nl), Side(C, E, nl),
Side(E, D, nl), Side(D, B, nl)}
end proc:

C
D
E

‘> Snowflake := proc(nmax)

local A, B, C, n;

A := [0.0,0.0]; B := [0.5, sqrt(3.0)/2.0];

seq(plot([A, Side(A, B, n), Side(B, C, n),
side(C, A, n)]), n = 0..nmax);

plots[display] {[%], insequence = true,
axes = NONE, scaling = CONSTRAINED,
title = "Koch Snowflake")

end proc:

>
> Snowflake (6)

Figur 20: programkode til animation af Kochs snefnug

c := [1.0,0.0]; #16

programmet konstrueres en sekvens af toppunkter, som er repraesenteret som lister bestdende af

xy-koordinator. Der benyttes igen lokale operatgrer. | linje 4 star der, at hvis n < 0, da skal

programmet returnere til B, hvilket ogsa giver god mening, da der ingen iteration skal ske narn <

0.1 linje 5 defineres f@rste- og andenkoordinaterne for punkterne A og B hver for sig, sa man kan

regne med dem separat. | bilag 15, vises udregninger for hvorfor linje 6-9 skrives op som de ggr, da

dette ellers ville tage plads fra andre dele af opgaven. Punkterne C, D og E blev her defineret. |

linje 11-12 samles de nye punkter i sider. | bilag 15 ses ogsé en figur af en side af Kochs snefnug

efter 1. iteration, hvor man da kan se at siderne skal side sammen som AC, CE, DE og DB. Her ses i

programmet at nl: = n — 1, fordi fgrste generation i programmet er den generation som i denne

opgave kaldes 0. Dette program skal altsa udfgres n-1 gange for at danne n. generation af en af

siderne i Kochs snefnug. Herefter stoppes programmet med “end proc”.

60 Mandelbrot, Benoit B., 1977, s. 46
& |bid, s. 56

62 Se j bogen Fractals form, chance, and dimension af Benoit B Mandelbrot for flere eksempler.
63 Francis Wright, Computing with Maple, s. 255-259
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Herefter benyttes programmet Snowflake, hvilket tegner den n. generation. Her benyttes igen
lokale operatorer. 0. Generation’s hjgrnepunkter er opgivet som koordinaterne A, B, og C, som ses
i linje 16. Sammen med disse plottes nu resultaterne, som fremstilles i programmet “side” for alle
siderne i trekanten, altsd AB, AC og BCt. Dette skrives ved, at sekvensen fra programmet "side”
hentes over i Snowflakeprogrammet, hvilket sker i linje 23. Herefter benyttes plotindstillinger til at
animere, nemlig "plots[display]”, og det, den skal animere, er den udvikling, som star ovenfor, sa
for ikke at skrive det hele igen, anvendes at % betyder, at vaerdierne ovenfor hentes ned og
benyttes. Ved nu at benytte normale indstillinger for plots i Maple animeres op til 6. generation af

Kochs snefnug ved at skrive Snowflake(6). Animationen skal manuelt saettes i gang pa play i Maple

Ud fra animationen kan man se at Kochs snefnug far yderligere fire sider pr. i forvejen
eksisterende side pr. iteration. Siderne er alle 1/3 af sideleengden af den forrige. Dermed kan

Kochs snefnugs fraktale dimension bestemmes sdledes:

_ log(3)
~ log(4)

Kochs snefnugs fraktale dimension er derfor 1,26. Mandelbrot beregnede pa baggrund af

= 1,261859507

Richardsons resultater fra 1961 Storbritanniens vestkysts fraktaldimension til at veere 1,25.%
Kochs snefnug er altsa det fraktal, som bedst beskriver Storbritanniens vestkysts
uregelmaessigheder. Sa i stedet for at spgrge hvor lang Storbritanniens vestkyst er, kan man i

stedet spgrge, hvor kurvet den er.%

Det nye i fraktalteorien i dette nedslag er alts3, at fraktaler kan tildeles en ikke helttalig dimension,
den fraktale dimension, og dermed havde fraktaler endnu en gang en betydning for
matematikkens udvikling. Begrebet dimension blev omdefineret, og fraktaler fik en betydning for
beskrivelsen af den ellers ubeskrivelige Britiske vestkyst. Fraktalerne muliggjorde en besvarelse af

et problem, som ellers sa ulgseligt ud.

Feigenbaumdiagram

I 1975 arbejdede Mitchell Feigenbaum med ikke-lineaere iterationsfunktioner.®® Disse

iterationsformer er meget interessante, som man allerede kan konkludere med de tidligere

8 Mandelbrot, B. B, How long is the coast of Britain? 1967
8 Nigel Lesmoir-Gordon, Will Rood og Ralph Edney, 2009, s. 37
8 Jesper Frandsen, 1990, s. 88
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omtalte Julia-maengder. Feigenbaumdiagrammer dbne som Julia-maengderne op for forskning i
kaosteori.
De logistiske fremskrivningsfunktioner
Det mest kendte feigenbaumdiagram, er skabt med iterationsformlen:%’

Xpo1 = @ Xn - (1 —x,) = ax — ax?
Her er x den uafhaendelige variabel, mens x,,,, er den afhangelige, og a er en fast reel
parameter.%® For nogle a-veerdier fremkommer ikke paene typiske logistiske kurver, og det er disse
a-veerdier, der er interessante.% For at undersgge dette ses her naermere pa selve formlen. Fgrst
findes funktionens fikspunkter. Her antages det, at a er positiv, da det er disse funktioner, som er
interessante. Fikspunktet findes ved at Igse folgende ligning:”°

f=xex=a-x-(1—x)

Her ses, at der altid er fikspunktet x = 0, hvilket er uafhaengige af, hvilken vaerdi a tilleegger sig.

Ved at omskrive saetningen, kan det andet fikspunkt x" findes.

*

X
2
=ax* - (1—x*)=ax"—ax" @—a = xr-xte=1-xox'=1—-
a a

Fikspunkter kan, som tidligere skrevet, vaere enten tiltreekkende eller frastpdende, hvilket er

grundigere defineret her:"!

Definition 3
Et fikspunkt x” siges at vaere tiltreekkende, hvis | f'(x™)| < 1. Et fikspunkt x" siges at vaere

frastgdende, hvis |f/(x*)| > 1. Et fikspunkt x" siges at veere neutralt, hvis |f'(x")| = 1

| forlaengelse af fixpunkter er fglgende saetning interessant for feigenbaumdiagrammer.”?

Saetning 7

Hvis et fikspunkt x” for f er tiltraekkende, sa vil en hver bane konvergere mod fikspunktet x”,
hvis startveerdigen vaelges teet pa x

Bevis”?

57 Bjgrn Felsager og Jonny Schulz, 1990, s. 7
% |bid, 5. 7

5 |bid

0 |bid, s. 20

1 |bis, 5. 16

2 |bid

2 \bid, s. 16-17
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Her antages, at f'(x*) > 0. Ved brug af definition 3, da geelder det, at 0 < f'(x*) < 1. Her veelges
et tal k mellem f’(x*) og 1, og ved brug af definitionen af en differentialkvotient gaelder der:
fO=f(x")

! * a *
— > f'(x*) ndrx - x

Derfor kan man vaelge et symmetrisk interval I omkring x*, sa der for x € I geelder:
x)— f(x*
0O
X—Xx
| intervallet I gaelder det:
IfG) = fDI < k- |x —x7]
Hvis iterationen starter med begyndelsesvaerdien xo, som tilhgrer I, da gaelder det:
lxy —x*| = [f'(6) = fF(e)| < k' - |xo — x7]
Her ses, at x1 ligger taettere pa x” end xo. Hvis man iterer n antal gange, gaelder det generelt:
lxn — x*| < k™ - |xo — x7|
Da 0 < k < 1 geelder det, at |x, — x*| = 0, ndr n - 0. Hermed er szetningen bevist i tilfaeldet,

hvor f'(x*) > 0.

For de logistiske fremskrivningsfunktioner vil her undersgges, hvorndr det er gaeldende, at den har
tiltraekkende eller frastgdende fikspunkter for senere at kunne beskrive feigenbaumdiagrammet.
Her undersgges farst, hvis a < 1, da er nul det eneste fikspunkt’®. Her afggres hurtigt ved brug af
definition 3, at hvis a < 1, da er fikspunktet x = 0 tiltreekkende, men hvis a > 1, da er fikspunktet
x = 0 frastgdende. Dette kan konkluderes, netop fordi a er tangenthaldningenix = 0.7

Hvis @ > 1, findes der som sagt endnu et fikspunkt, som her kaldes x”, hvis forskrift var:

x*=1- % For at afggre om fikspunktet er tiltraekkende eller frastgdende’® benyttes definition 9.
Derfor differentieres f(x).
ff)=(a-x-(1- x))’ = (ax — ax?) = a — 2ax
Her indsaettes fikspunktet x* = 1 — % i den differentierede ligning:
f’(x*)=a—2a-(1—%)=a—2a+2=2—a

Her kan man nu bestemme, hvilke a-vaerdier, hvor fikspunktet x, er tiltraekkende:

" Ibid, s. 19
75 1bid.
¢ |bid, s. 20
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Iffx)<1e|2-al<l1e1<a<3

ud fra dette kan man slutte, at ndr 0 < a < 3, da er der et fikspunkt til en givet x-vaerdi ud over
fikspunktet x = 0.7 Disse a-vaerdier er ikke sd interessante, ift. 3 < a < 4, for her optraeder der
periode-n punkter.” Disse periode-punkter’ skal findes blandt fixpunkterne for den sammensatte
funktion, hvilket tager lang tid at regne i handen, hvorved computeren er behjzelpelig. | et (a,x)-
koordinatsystem, som Mitchell Feigenbaum studerede, opdagede han overraskende egenskaber
ved den simple iterationsfunktion.® Denne graf forteeller til hvilke parametervaerdier a, der er et
tiltraekkende fikspunkt eller periodiske punkter. Et program?®! til at tegne et figentrae for de

logistiske fremskrivningsfunktioner ses pa figur 21.

Programmet kaldes Lfigentrae, og for at

D Lfigentra := proc(ned, svre, pas) #1
local k, start, a, b, s; #2 .
s i= {}; #3  programmet kan kgre, skal den bruge hvilken a-
a := ned; #4
while a <= gvre do #5  veerdi, den skal starte ved: "ned” og hvilken,
start := 0.1; #6
for k to 50 do #7 ) ” ” ”
R R R R 4s  denskalslutte ved "gvre”, samt et tal, "pas”.
end do; #9 . .
for k to 100 do 410 Herefter er her defineret hvilke lokale
start := a*start*(l - start): #11 . R
s := s union {[a, evalf(start)]}; #12 operatorer, der vil benyttes. Sa oprettes et set
end do; a := a + pas; end do; #13
plot([op(s)], 'a’ = ned .. gvre, #14  kaldet s til matematiske udtryk, hvilket her er
style = POINT, symbol = POINT, color=red); #15
and. proo: #16  punkterne, som generes i programmet. Dette
Lfigentr=(0, 4, 0.1) #17

er skrevet sdledes: ”s: = {}". Herefter defineres

Figur 21: programkode til fremkaldelse af figentraeet for de a til at vaere den nedre a-vaerdi. Herefter skal

logistiske fremskrivningsfunktioner programmet, des lenge a er mindre end den

gvre graense, beregne det efterfglgende. Dette

er kodet s3ledes "while a <= gvre do”. Efterfglgende defineres startveaerdien for x til at vaere
0,1, hvilket er vaerdien der itereres med. Sa igangsaettes iterationen ved at sige "for k to 50 do".
lterationsfunktionen er skrevet siledes: start = a * start = (1 — start), hvilket er den logistiske
fremskrivningsfunktion, som skal laves et Feigenbaumdiagram for. Herefter stoppes proceduren
med “end do” i linje 9 uden data dateres. Sa starter en lignende iteration, som gentages 100

gange, som gemmes, da der i programmet herefter er skrevet s: = s union {[a, evalf(start)]},”.

7 1bid.

78 |bid, s. 20-21

79 Et periodisk punkt er hvor z efter et endeligt antal iterationer igen bliver tallet z.
8 |bid, s. 22

81 Anton Betten, 2008. Lecture 5: Sierpinski Triangle
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Her defineres listen s til at skulle indeholde punktet s, som er en del af (union) punktet med a som
fgrste koordinat og de tilhgrende x-koordinater som fremkom ved anden omgang iteration.
Herefter stoppes iterationen og a saettes lig med a sammenlagt med tallet pas i linje 13. “Pas”
bestemmer, hvor mange decimaler a skal have og dermed hvor stort mellemrum, der skal vaere
mellem a-veerdierne i programmet. Sdledes kan man justere hvor detaljeret, programmet skal
vaere. Derefter starter iterationen forfra fra ” for k to 50 do" indtil, alle a-vaerdier er Ipbet
igennem programmet. Programmet stopper, ndr a er lig "gvre”, hvilket er signaleret med “end
do”. Nar programmet er faerdigt, plottes saettet s med punkterne. Til dette er her bestemt, at
forsteaksens interval er fra nedre a-vaerdi til gvre, som er skrevet sdledes ”’a’ = ned..gvre,”. Her
benyttes stilen punktplot, og symbolet er punker. Farven pa punkterne er angivet til rgd. Til sidst
endes programmet ved at skrive “end proc”. Herefter indtastes hvilket a-interval, man vil se grafen
i, samt pas i kommandoen i LFigentrae og fraktalet tegnes. Ved programmet fremkommer figur 22.
Grunden til, at her itereres fgrst 50

094 gange uden, at punkterne

1 gemmes, er for at iterationen
. stabiliserer sig, hvis man ved a-
* 09 vaerdien har et fikspunkt eller
periodiske punkter. Dermed vil

kun x-vaerdier ved a-vaerdi med

tiltraekkende fikspunkter eller

Figur 22: Feigenbaumdiagram for den logistiske fremskrivningsfunktioner, tiltraekkende periodiske blive
hvilken fremkaldes af programkoden fra figur 21 afsat.82

Med programmet kan man, som Feigenbaum gjorde, gd pa .

opdagelse i figentraeet. Stammen af figentraeet bestar af -::il‘,:"
050

fikspunkter og tiltraeekkende periodiske baner, da stammen er

iintervallet 0 < a < 3.%% Ved a-vaerdien 3 deles stammenito

og periode-2 punkter opstar. Nar periode-2 punkterne bliver 0401

frastgdende, opstar der periode-4 punkter, som er 035

354 355 356 357 358 339 360
Figur 23: Skaleret feigenbaumdiagram for
den logistiske fremskrivningsfunktioner,

82 |bid, s. 23-24. frembragt med bilag 16 kode. 0,54 < a <
8 Ibid, s. 26 3,6 080,324 < x < 0.6.
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tiltreekkende.® Denne periodefordobling fortsaetter i uendelighed, og derfor kan man udforske
fraktalet selvsimilere egenskaber, hvilket er gjort pa figur 23. Men ved de a-vaerdier, hvor der ikke

er en eller flere tiltraekkende periodiske punkter, vandrer punktet rundt for hver iteration i en

vandret linje i feigenbaumdiagrammet uden at falde ind i et 09

mgnter (kaos), hvilket kan ses pa figur 24.%5 Dette optraeder

forste gang ved den 1. uegentlige attraktor, man mgder i e _

gl '
i

figentraeet, Feigenbaum parameteren a = 3,569 ...87, hvilket er,

s s

hvor de uendeligt mange periode-fordoblinger er gennemgaet og

er blevet frastpdende. Det er her kaos opstar. Der findes mange

mﬂIw:ummumlllulﬂlmlIIﬂIHIIiIIIE:iiP.IIIEllid!li'dllﬂlﬂlﬂﬁmmr

flere af disse uendelige attraktor i feigenbaumdiagrammet, som Figur 24: Feigenbaumdiagram for

ikke vil uddybes her, og mange flere spaendende ting i den logistiske
fremskrivningsfunktioner.
feigenbaumdiagrammet at dykke ned .58 0,3854 < a < 3,858

Figentraeer for andre funktioner

Her geelder, at der kan tegnes
0.9

feigenbaumdiagrammer for andre end for den 08

logistiske forskrift. Der skal dog kunne opsta periode- Z: »«t
punkter, da disse er vejen til kaos.® Et %05 ) i
Feigenbaumdiagram for funktionen Z:

02

f(x) =1 - sin (1 - x), ses. pa figur 25. Her gaelder

0.14
for alle Feigenbaumdiagrammer uanset funktion, at 0 . ME———

]

mellem hver periodefordobling er forholdet den
. . %0 Figur 25: Feigenbaumdiagram for f(x) = r - sin (7 -
sakaldte Feigenbaum konstant 4,669.201.609 %), for 0 < a < 1, hvilken fremkaldes af

programkoden som ses i bilag 17

Mitchell Feigenbaum arbejdede med ikke-linezere iterationsfunktioner, og specielt fraktalerne,

feigenbaumdiagrammerne, gav helt nye konklusioner om fraktalgeometrien og kaos.

34 bid, s. 20-21

8 Ibid, s. 24

% En uendelig attraktor: er en a-vaerdi der tiltraekker en startveerdi, hvor iterationen vil se forvirende ud og vil bevaege
sig kompliceret rundt pa attraktoreren i et tilfaeldigt m@nster. (Bjgrn Felsager og Jonny Schulz, 1990, s. 26-27)

87 Bjgrn Felsager og Jonny Schulz, 1990, s. 27

88 | ;s mere om dette | Figentreeer og Mandelbrgd af Bjgrn Felsgager og Jonny Schuiz, s. 26-32

8 Bjgrn Felsager og Jonny Schulz, 1990, s. 28

% Mogens Esrom Larsen, 2017, Feigenbaums tal.
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Feigenbaumdiagrammerne var nogle af de f@rste programmer, hvor man fik en datamaskine til at
regne pa noget uden et system - kaos®’. Altsa har den eksperimenterende tilgang igen veeret med
til at udvikle matematikken. Feigenbaum forenede matematisk analyse og eksperimenterende
matematik til at opna hans resultater, hvilket var helt nyt og var derfor med til at udvikle
matematikken.?2 | den eksperimentelle undersggelse af fraktalerne, kan man f.eks. studere
uendelige periodefordobling i feigenbaumdiagrammerne, samt undersgge utrolig mange andre
egenskaber i traeernes kroner, hvor kaos opstar.®3 Samtidigt tilgas fraktalerne ogsa aksiomatisk

deduktivt ved at udfgrer beviser, for at beskrive fraktalet mere grundigt.

Fraktalernes udvikling, og deres betydning for matematikkens udvikling.

Som det fremgar af opgaven, har de udvalgte fraktaler alle vaeret med til at udvikle fraktalteorien
og dermed ogsa matematik-faget. | dette afsnit vil arbejdet med fraktalers betydning for
matematikkens udvikling blive undersggt mere generelt. Fraktalgeometrien laener sig op ad mange

emner inden for matematik-faget og var og er med til at udvide flere af emnerne.

Det mest oplagte emne, hvor fraktaler har veeret med til at udvikle matematik-faget, er geometri.
Op til 1900’tallet havde matematik kun omgivet sig med funktioner, som var differentiable, og
opfattelsen var, at alle funktioner ville uden tvivl producere sddan en kurve.®* Men Kochs kurve,
kaotisk data osv. er ikke differentiable kurver, sa det var ikke s maerkeligt, at disse kurver blev
kaldt monstre.?> Dog blev denne opfattelse vendt i det 20. arhundrede, og med denne forandring
fulgte udvikling af matematik-faget. Her udvikles gennem det 20. drhundrede et nyt emne under
geometri, fraktalgeometrien. Denne gren af geometrien adskiller sig fx ved at der opstar geometri
pa en uendelig lille skala, som Kochs snefnug og Mandelbrot-maengden er eksempler pa. Den nye
geometri var ngdvendig, fordi objekterne var for irregulaere til at kunne blive beskrevet med den
klassiske Euklids geometri. Der var behov for et nyt begrebsark, hvor selvsimilaer, iteration,

fraktaldimension, dynamiske systemer og kaos spiller centrale roller.

% Jonny Hyman, This equation will change how you see the world (the logistic map), time: 5.25-5.34

92 Jesper Frandsen, 1990, s. 126

9 Her gennemgas ikke en dybere forklaring, men lees mere i bogen Figentraeer og Mandelbrgd af Bjgrn Felsgager og
Jonny Schulz.

% Holly Trochet, A History of Fractal Geometry, 2009

% |bid
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Dynamiske systemer og kaos er to matematiske omrader, som har en rolle i fraktalgeometrien og
omvendt. Bide i Julia-maengden, Mandelbrot-maengden®® og i feigenbaumdiagrammer optraeder
der kaos. Kaos i de omtalte fraktaler opstar, ndr iterationener er kaotiske, hvilket er, nar to
narleeggende begyndelsesvaerdier ikke giver to baner, som ligner hinanden, hvilket éns intuition
siger, de skal. De vil derimod tilsyneladende bevage sig helt uafhaengigt af hinanden®’. Netop
derfor er der stor fglsomhed for startvaerdier, nar der er tale om kaos. Overvej blot, at man kun
undersgger Julia-maengder med c-vaerdier, hvis modulo er mindre eller lig med 2, og hvor stor
mangfoldighed i udseendet af Julia-maengder er inden for dette lille interval. Men kaos har andre
anvendeligheder end at fremstille aestetiske fraktaler som Mandelbrot, Julia-mangder og
feigenbaumdiagrammer. Flere dynamiske systemer undersgges med 'Kaos’ forskning som f.eks.
elektriske kredslgb med selvsvingninger og turbulens.?® Altsa har fraktalerne haft den betydning

for matematik-faget, at her nu er flere muligheder for at arbejde med matematikken.

Mandelbrots arbejde tog udgangspunkt i naturens geometri, som er for kompleks til at kunne
beskrives med den klassiske geometri.®® Hans arbejde med fraktalgeometrien ligger altsa selv op til
at skulle anvendes til beskrivelse af virkeligheden. F.eks. kystlinjer, som omtales tidligere i
opgaven, men ogsa fx skyer, lyn og traeer kan fraktalerne vaere med til at beskrive. | biologisk
sammenhaang benyttes fraktaler ogsa som simulering af flere fysiologiske processer i menneskets

krop, fx hjertets rytme, som har vist sig at svinge i et tydeligt fraktalt megnster.1%°

For at ovenstiende er muligt, er computeren helt essentiel.’! Helt banebrydende var
Feigenbaums forening af den analyserende matematik og eksperimentelle matematik i
fremkaldelse af feigenbaumdiagrammerne. Her forandres matematikken helt, da man fg@rhen ikke
have fremstillet eksperimentelt data i matematikken. Dette benyttes nu i dag i et bredere omfang
fx til simulationerne, som omtales ovenfor, men ogsa i fx meteorologi. Matematik-faget eendrede
sig, da computeren blev en del af faget, da man i stedet for udelukkende at ga aksiomatisk
deduktivt til vaerks ogsa eksperimenterer for at finde frem til lgsningerne. Man kan sige, at

matematik generelt udvikler sig, mens man prgver at finde svaret pa nye matematiske problemer.

% Jonas Lindstrem Jensen, Fraktaler Mandelbrots Maengde
97 Hodgkin, Luke, 2005 s.247

% )aesper Frandsen, 1990, s. 127

9 |BM, Fractal Geometry.

100 |bid

101 Hodgkin, Luke, 2005 s.247
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Konklusion

lgennem udvalgte nedslag i fraktaler og udvalgt teori ses, at fraktalteorien har udviklet sig i det 20.
drhundrede. De tidlige geometriske fraktaler sierpinski-trekanten og Kochs snefnug lagde de fgrste
sten til forstaelse af fraktaler og deres komplekse struktur. F.eks. er Kochs snefnug et objekt med
uendelig omkreds men et bestemt areal, mens sierpinski-trekanten har en uendelig kantleengde og
intet areal. Dette stod i kontrast til den klassiske Eukild geometri og var derfor med til at udvikle
matematik-faget. Julia var med til at udvide fraktalteorien til ogsa at indeholde algebraiske
fraktaler, da han undersggte den simple iterationsfunktion f(x) = z2 + ¢, hvor ¢ € C. Han
undersggte funktionen rent teoretisk og konkluderede derudfra om f.eks. fikspunkter, og hvorfor
netop saetning 5 og 6 er sande. Julia-teorien fik fgrst rigtig betydning i 1980’erne, hvor Mandelbrot
fik brug for dem, og ferst her blev det muliggjort at undersgge de geometriske figurer
eksperimentelt ved at programmere dem. Herefter kunne man inddele dem efter udseende. Der
er ingen saetninger for, hvordan en Juliamaengde ser ud, og derfor er man ngdt til eksperimentelt
at undersgge dem. Normalt eksperimenterede min sig ikke frem til resultater og derfor var
Juliamaengderne med til at udvikle matematik-faget. Mandelbrot udvidede ogsa fraktalteorien ved
at definere fraktaldimensionen, som kan benyttes til at beskrive naturlige kurver som kystlinjer.
Her er det interessante, at fraktaler ikke har en heltallig dimension og derfor strider imod den
normale opfattelse af dimension. Det sidste nedslag, der blev fokuseret pa, var
feigenbaumdiagrammer, som ogsa var med til at udvikle teorien om fraktaler, fx ved en yderligere
forstaelse for fixpunkter og deres evne til at veaere tiltraeekkende samt kaos, som opstar ved
periodedeling. Matematik-faget eendrede sig med Feigenbaums arbejde, netop fordi han koblede
eksperimentel- og analytisk matematik for at fremstille feigenbaumdiagrammer og dbnede op for
en helt ny matematik, hvor computeren spiller en stor rolle i at simulere og programmere, og ud
fra dette konkludere. Alle fraktalerne, som blev undersggt i denne opgave, kan undersgges pa
mindre skalaer via programmering, hvor selvsimilaere egenskaber, kaos og andre interessante ting
kan undersgges eksperimentelt. Altsa havde arbejdet med fraktaler en betydning for udviklingen

af matematikfaget i det 20. arhundrede.

Side 27 af 38




| | SRP - 2020 Fredericia Gymnasium

Litteraturliste

Bpger
Bjorn Felsager og Jonny Schulz. Figentraeer og Manelbrad - et emnehaefte til datalogisk matematik.

Matematiklaererforeningen 1990.

Falconer, Kenneth. Fractal Geometry Mathematical Foundations and Applications second edition.

Wiley, 2006
Frandsen, Jesper. Komplekse tal og fraktaler. Systime, 1. udgave andet oplaeg, 1995.
Hodgkin, Luke. A History of Mathematics. From Mesotopamia to Modernity, OUP 2005 s.246-248

Mandelbrot, Benoit B., Fractals form, chance, and dimension. W. H. Freemand and company,

1977.
Nigel Lesmoir-Gordon, Will Rood og Ralph Edney. Fractals a graphic guide. Icon Books Ltd, 2009.

Sgren Halse, Erik Laage-Petersen og Jens Peter Touborg, Gyldendals Minilex. Matematik.

Gyldendal, 1. udgave. 1 opleaeg, 2005. s. 139-140

Links
Betten, Anton, Mathematical Algorithms using Matlab, Maple and C. 12 marts 2008. Lecture 5:
Sierpinski Triangle. s. 80- 85. Besggt: 27 marts 2020.

https://gmplus.gmul.ac.uk/pluginfile.php/294139/mod resource/content/1/CH1%20-

%20Mathematical%20Algorithms.pdf

Ciavarella, Miriam. Some Fractals with Maple. Maple, 2009. Besggt: 25 marts 2020

https://www.maplesoft.com/a pplications/view.aspx?sid=976248&view=html

Forex Online Magazine, Fraktaler - Hvad Du Har Brug For At Vide. Besggt: 30. marts 2020.

https://da.vivisoltk.com/ 1061-forex-fractals-what-you-need-to-know.html

Side 28 af 38




= 1 SRP - 2020 Fredericia Gymnasium

Hansen, Vagn Lundsgaard. Geometri. Den Store Danske, Gyldendal, 2017. Besggt: 30. marts 2020,
http://denstoredanske.dk/It, teknik og naturvidenskab/Matematik og statistik/Geometri/geom

etri

Hoggard, John. How Long is the Coast of Great Britain? 1997. Bes@gt: 27. marts 2020.
http://www.aiecon.org/staff/shc/course/annga/RR/main/How%20Long%20is%20the%20Coast%2

00f%20Great%20Britain.htm

Hyman, Jonny. This equation will change how you see the world (the logistic map), YouTube.

Besg@gt: 3. Marts 2020. https://www.youtube.com/watch?v=ovlcsL7vyrk

IBM, Fractal Geometry. Bespgt: 1 april 2020
https://www.ibm.com/ibm/history/ibm100/us/en/icons/fractal/

Jensen, Jonas Lindstrgm. Fraktaler Mandelbrots Maengde Institut For Matematiske Fag - Arhus

Universitet. Besggt: 3. april 2020. https://docplayer.dk/5766998-Fraktaler-mandelbrots-

maengde.html

J. ). O'Connor og E. F. Robertson. Gaston Maurice Julia. School of Mathematics and Statistics,

University of St Andrews, Scotland, 2008. Bes@gt: 28. marts 2020. http://mathshistory.st-

andrews.ac.uk/Biographies/Julia.html

Jonas Bargum, sidst redigeret d. 30-11-2010. Besggt d. 30 marts 2020.

https://jonasbargum.weebly.com/fraktaler-generelt.html

Side 29 af 38




[ —— SRP - 2020 Fredericia Gymnasium

Khan Academy. Area of Koch snowflake (part 1) - advanced Perimeter, area, and volume, 5. okt.

2011. Besggt: 12 marts 2020. https://www.youtube.com/watch?v=64bH 27Ehoc

Khan Academy. Area of Koch snowflake (part 2) - advanced Perimeter, area, and volume. 5. okt.

2011. Besggt: 12 marts 2020. https://www.youtube.com/watch?v=vBIR2ZXNAGmMo&t=66s

Mandelbrot, B. B. How long is the coast of Britain? Statistical self-similarity and fractional
dimension, Science: 156, 1967, 636-638. Besggt: 20. marts 2020.
https://users.math.yale.edu/~bbm3/web pdfs/howLonglsTheCoastOfBritain.pdf

Maplesoft. Programming Guide. Besggt alle SRP’ens dage: ca. 1. jan - 3. april.
https://www.maplesoft.com/support/help/Maple/view.aspx?path=Progra mmingGuide/Chapter01

Mogens Esrom Larsen. Feigenbaums tal. Den Store Danske, Gyldendal,2017. Besggt: 31. marts

2020http://denstoredanske.dk/It, teknik og naturvidenskab/Matematik og statistik/Analyse, v

ektor- og matrixregning_og_funktionsteori/Feigenbaums tal

Mogens Esrom Larsen. Fraktal i Den Store Danske, Gyldendal, 2017. Besggt: 30. marts 2020.

http://denstoredanske.dk/It, teknik og naturvidenskab/Matematik og statistik/Geometri/frakta
I

Trochet, Holly. A History of Fractal Geometry. School of Mathematics and Statistics University of St
Andrews, Scotland, 2009. Besggt: 3. april 2020 http://mathshistory.st-

andrews.ac.uk/HistTopics/fractals.html

Side 30 af 38




[i=— = i SRP - 2020 Fredericia Gymnasium

Walz, Alexander F. Mandelbrot. MAPLE V FRACTALS, 1999. Besggt 4. marts 2020.

http://ftp.informatik.rwth-aachen.de/maple/mfrmand.htm

Wikipedia, 2019. Besggt: 1. april 2020. https://da.wikipedia.org/wiki/Fraktal

Wright, Francis. Computing with Maple, Chapman and Hall/CRC,2002. Besggt: 31 marts 2020.
https://books.google.dk/books?id=rt9xKPLCFcgC&pg=PA255&Ipg=PA2558&dg=koch%27+snowflake
+maple+programming&source=bl&ots=ju23N1 z1|&sig=ACfU3U1pEnSw1ZSU ul4VYcipCCOL|B3ImA
&hl=en8sa=X&ved=2ahUKEwjU4K64-
cHoAhUJtYsKHZSIDBcQ6AEwWDNoECAKQAQ#tv=0onepage&g=koch'%20snowflake%20maple%20prog

ramming&f=false

Side 31 af 38




| SRP - 2020 Fredericia Gymnasium

Bilag
Bilag 1: Programkode til fremkaldelse af 7. generation sierpinski-trekant.

> transform:=proc(T,s,x,y)
return|
[s*T[1]1[1] + x, s*T[1][2] + y],
[s*T[2] [1] + x, s*T[2][2] + ¥],
[s*T[3]1[1] + x, s*T[3][2] + yl];
end:
> Sierpinski := proc(n)
local L, M, i, k;
L := [[[0, 0], [1, O], [0.5, 1]1]:
for i tondo M := [];
for k to nops(L) do M := [op(M),
transform(L[k], 0.5,
transform(L[k], 0.5,
transform(L[k], 0.5,
end do;
L :=M;
end do;
end proc:
> L := Sierpinski(7):
> plots[polygonplot] (L, axes = none,
color = black);

0
0
0

Bilag 2: Bruger programmet transform pa listen T, hvilket bestar af tre punkter, som udggr en
ligesidet trekant, hvis punkterne forbindes

[> T:= PR T= (0,01, [1, 0], [05, 1]
(> transform(T, 0.5, 0, 0) [[0. 0.1, [0.5, 0.]. 025, 0.5]]
> transform (T, 0.5, 0.5, 0): [[0.5.0.], [1.0.0.], [0.75,0.5]]
> transform(T,0.5,025,05):  [[025,05], {075, 0.5], [0.50, 1.0]]

Bilag 3: Fremgangsmade til fremkaldelse af 0. generation sierpinski-trekant

> P:=[0,0]:

> Q:=[1,0]:

> R:=[0.5,1]:

> PQR:=[P,Q,R]:
> plots[polygonplot] ([PQR], axes = none, color = black, scaling = constrained)

Bilag 4: Programkode til fremkaldelse af 1. generation sierpinski-trekant
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> transform:=proc(T,s,x,y)
return|[
[s*T[1][1] + x, s*T[1][2] + y],
[s*T[2])[1] + x, s*T[2][2] + y],
[s*T[3][1] + x, s*T[3][2] + yll:
end:

> Sierpinski := proc(n)
local L, M, i, k;
L := [[[0, 0], [1, O], [0.5, 1]]):
for i tondo M := []:;
for k to nops(L) do M := [op(M),
transform(L[k], 0.5, 0, 0)
transform(L[k], 0.5, 0.5, 0)
transform(L[k], 0.5, 0.25, 0.5)1;
end do;
L = M;
end do;

| end proc:

(> L := Sierpinski(l):

> plots[polygonplot] (L, axes = none,
color = black);

Bilag 5: Programkode til fremkaldelse af 2. generation sierpinski-trekant

> transform:=proc(T,s,x,y)
return|[
[s*T[1][1] + x, s*T[1][2] + y],
[s*T[2][1] + x, s*T[2][2] + ¥],
[s*T[3][1] + %, s*T[3][2] + y]I1;
end:

> Sierpinski := proc(n)
local L, M, i, k;
L := [[[0, O], [1, O], [0.5, 11]11;
for i tondo M := [];
for k to nops(L) do M := [op(M),
transform{L[k], 0.5, 0, 0),
transform(L[k], 0.5,
transform(L[k], 0.5,
end do;
L = M;
end do;

| end proc:

1> L := Sierpinski (2):

> plots[polygonplot] (L, axes = none,
color = black):;

0
0
0

Bilag 6: Bevis for saetning 2102

Lad sidelaenden af den ligedannede trekant vaere p. Dermed er generation 0’s kantlaengde 3 - p, 0.

generation ses pa figur 4. Efter naeste iteration, da er der tre ligedannede trekanter med

sidelaengden % - h. Derfor er 1. generations kantleengde 3 % - 3 + p. Efter naeste iteration, da er
2
antallet af trekanter tre gange sa mange, hvilke alle ma have sidelaengderne (%) - p. Derfor er 2.

2
generations kantlaengde 3 - 3 - (%) -3 - p. Sa ved at betragte de fgrste generationer af sierpinski-

102 Jesper Frandsen, 1990, s. 61-62
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n
trekanten kan man finde kantleengden K, efter n iterationer med formlen: K = (%) -+ 3p. Her

n
bemeerkes at% > 0. Hvis man lader n —» oo da gar G) — oo, hvilet betyder at kantleengden af

sierpinski-trekanten er uendeligt.

Bilag 7: Bevis for satning 31%3

Omkredsen bestemmes ved at multiplicerer sidelengden s med antallet af sider. Sidelaengden af

den f@rste trekant er s, og derfor er omkredsen af trekanten i 0. generation 3-s = Ly. Efteren
iteration, da kommer der yderligere fire sider, hvis sidelaenger ma veere g, da man deler hver side i
tre. Dermed er sidelengden efter fgrste iteration: L; =3 + 4 -;— =3-s -% = % - Lo, Efter anden
iteration, dannes 2. generation Kochs snefnug, som ses pa figur 11, hvilken ma have omkredsen:
L, =342 3i2 =3-5- G)Z = § - L,. Dette kan man fortsaette med i uendelighed, og derfor ma
der generelt gelde at L, = % - L,_1, hvor n er n antal iterationer. Hvis man lader n — oo, da ses at

omkredsen bliver % gange stgrre for hver iteration. Da % > 1, da ma det betyde, at efter et

uendelige antal iterationer, da er omkredsen af Kochs snefnug uendeligt.

|
Bilag 8:
Arealet (T) af en trekant kan bestemmes med fgigende formel:
1 :
T=E-ab-sm(C)
Hvor a og b er leengden af kateterne som danner vinkel Ci en trekant.
I en ligesidet trekant er alle sideleengderne lig hinanden, og alle vinklerne er 60° = g Derfor ma
arealet af lige dannet trekant, med sidelaengden s, veere:
T 1 i (T[) 1 2 \/§ \/§ 2
==.s5-5-8in{=)==z-5"—7—=—1"5
2 M3/ 72 2 4
Derfor kan arealet af en ligesidet trekant med sidelaengden s, bestemmes med fglgende formel:
103 1bid.
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T=—-"
1S

2

Bilag 9: Seetninger som bruges i bevis'%

Satning

For f(z) =z + c gelder der at |f(2)| = |z|*> — |c|

Bilag 10: Szetninger som bruges i bevis®

Saetning

Hvis en iterationsfunktion f(z) = z2 + ¢ har en tiltreekkende periodisk bane, vil den specielt
tiltraekke den kritiske bane, hvilken har enden nul eller c som begyndelsespunkt.

Bilag 11: Programkode til fremkaldelse af Julia2

> restart: with(plots):
> Julia2:=proc(x,y):
local ¢, z, m;
cizevalf (x+y*I);
z:=c;
for m from 0 to 40 while abs({z)<2 do
z:=z”*2-0.195+0.59+1
od;
m
end proc:

> plot3d(0,-2..2,-1.2,.1.2, orientation=[-90, 0] ,grid=[640,350], style=patchnogrid, color=Julia2)

Bilag 12: Programkode til fremkaldelse af Julia3

> Julia3:=proc(x,y);
local ¢, z, m;
ci=avalf (x+y*I);
z:=¢;
for m from 0 to 200 while abs({z)<2 do
z:=2%2-0.66B86866-0.3506868%1
od;
m
end proc:

[> plot3ad(0, -0.3 .. -0.2, -0.2 .. 0, corientation = [-90, 0], grid = [640, 350], style = patchnogrid, color = Julia3)

104 |bjs, 5. 71
105 |pis, 5. 71
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Bilag 13: Programkode til fremkaldelse af Juliad

> restart: with(plots):
> Juliad:=proc(x,y):
local e, z, m;
ci=evalf (x+y*I);
zi=¢c;
for m from 0 to 30 while abs(z)<2 do
z:=2z*2+1
od;
m
end proc:

> plot3d(0,-2.2..2.2,-1.4..1.4, orientation=[-90, 0],grid=[640,350], style=patchnogrid, color=Juliad):;

Bilag 14: Programkode til fremkaldelse af Juliad

> restart: with(plots):
> JuliaS:=proc(x,y}:
local c, z, m;
c:=evalf (x+y*I);
z:=¢;
for m from 0 to 60 while abs{z)<2 do
2:=2z42+0.11-0.67*1
od;
m
. end proc:
=>
> plot3d(0,-2.2..2.2,-1.4..1.4, orientation=[-90, 0],grid=[640,350], style=patchnogrid, color=Julia5);

Bilag 15: En side pa Kochs snefnug. 1. Generation, samt forklaring af udtryk | programkoden. Kilde:

Wright, Francis. Computing with Maple, Chapman and Hall/CRC,2002

E
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| > Forst reprasenteres punkterne A og B som 2-dimentionelle vektorer

> A := vector(2): B := vector(2):

> Punkter C mi kunne findes ved at ligge sn tredjedel af sideleanden AB til A, s& derfor ma der g=lde:
C := evalm(A + 1/3%(B-A});

e By 2, B

3 3 3 3

> Punkt D ma tilsvarende kunne findes bare ved at ligge 2/3 af sidelangden til A, si derfor ma der g=lde
D := evalm(A + 2/3*%(B-A));

A 2B, A_2 2B,

D= | L
3 3 3 3

> Dunktet E ma vare drejet Pi/3, hvilket svarer til 60°, hvilket er vinklen i en ligesidet trekant. Derfor
defineres en matrix R til at rotere punkt E Pi/3
R := matrix([[cos(Pi/3), -sin(Pi/3)], [sin(Pi/3), cos(Pi/3)]11):

1 _J3
ee| 2 2

J31

2 2

> vd £ra figuren ovenfor kan man konstruere punktet E lagge 1/3 af vektor AB, som skal roteres Pi/3, til vektor
C. Derfor galder her:
E := evalm(C + 1/3*R*(B-A));

(3-3)7

(2]

Bilag 16: Program til et feigenbaumdiagram for de logistiske funktionsforskrifter hvor 0,54 < a <
3,6

>

-> Lfigentra := proc(ned, evre, pas)
local k, start, a, b, s;
s = {};
a := ned;

while a <= @vre do
start := 0.1;
for k to 50 do

start := a*start*(l - start);
end do;

for k to 100 do

start := arstart*(l - start);

s := s union {[a, evalf{start)]};
end do; a := a + pas; end do;

plot([op(s)], 'a' = ned .. gvre,
style = POINT, symbol = POINT, color=red):;
end proc:

Lfigentr=(3.54,3.6, 0.001)

Bilag 17: Feigenbaumdiagram for f(x) = r -sin (w- x),for0 < a < 1.
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> Sfigentrm := proc(debut, fin, pas)
local k, itere, a, b, s;
s := {};
a := debut;
while a <= fin do

itere := 0.1;

for k to 50 do

itere := at*sin(Pi*itere);
end do;

for k to 100 do
itere := a*sin(Pi*itere);

s := s union {[a, evalf(itere, 4)]1}:

end do; a := a + pas; end do;

plot([op(s)], 'a' = debut .. fin, style = POINT, symbol = POINT, color=red) ;
end proc:

Sfigentra(0, 1, 0.005)
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